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MATEMATICA DISCRETA II - 6II

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA JULIO

Apellidos Nombre n

Observaciones:
® Sélo se valorardn las respuestas que estén justificadas correctamente.

® No estd permitido el uso de dispositivos electrénicos.
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Ejercicio 1 (2 ptos.)
Una pirdmide de Egipto tiene varias salas (A, B, C, D, E, F, 6, H, I) y pasadizos que comunican unas salas
con otras y con el exterior E de la pirdmide. La comunicacién entre salas y con el exterior, junto con el

tiempo que se tarda en recorren el pasadizo de una sala a otra o de una sala al exterior viene
representado por el grafo ponderado cuya matriz de pesos es la siguiente:

A B c D E F 6 H I
A 12 6 5 4
B | 12 7 8 2
c 7 7 5
D 6 7 2 1
E 2 3
F 5 3 6 15
] 8 6 3
H| 4 5 3 5
I 2 1 15 5

A) Al final del entierro de un faradn, su sirviente mds fiel sale de la cdmara del faraén (sala A) para
escapar al exterior antes de que se active el sellado de todas las cdmaras. ¢Cudl es el menor
tiempo posible que puede tardar en escapar al exterior (sala E)?

Describe el algoritmo que utilizas para calcular el recorrido éptimo.

B) Halla un drbol que comunique todas las salas entre si cuyo peso total sea minimo.
Solucion

A) Para obtener el camino mds corto del vértice A al vértice E aplicaremos el algoritmo de Dijkstra:

A B [& D E F G H I S
A [0,-) [(eo,-) (o0, -) [(0,-) (=, =) [(e0,-) [(0,-) [(o=,-) [(e=,-) {A}
A (12, A) [(=.-) |6, A) [(=.-) [, A) [(==.-) [(4, A) [(=.-) [ {A/H}
H (12, A) [O.H) [6, A) [(e=,-) [B.A) [7.H) (9.H) [A H F}
F (12, A) [O.H) [6,A) [8,F) (7,H) (9.H) [A H, F, D}
D (12, A) [O.H) (8,F) (7,H) (7,D) {A H F,D,G}
G (12, A) [O.H) (8,F) (7,D) {A.H F,D,6, I}
I (9.I) [O.H) (8,F) {A,H F,D,6,T,

Una solucién seria el camino de longitud 8 " A-F-E".

B) Un drbol que comunique todas las salas entre si cuyo peso total sea minimo es
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T, ={DE, EF, FA, AH, HC, HG, DI, IB} o bien T, ={DE, EF, DI, IB, IH, HC, HA, HG}
El peso del AGM es 25.

Ejercicio 2 (3 ptos.)

Se considera el grafo G de la figura siguiente

A) Determina si es o no bipartido el grafo G construyendo, en caso afirmativo, la particién del
conjunto de vértices.

B) ¢Es G ungrafo hamiltoniano? Razona tu respuesta.

C) Halla el radio y el didmetro del grafo 6. Indica una arista cuya eliminacion del grafo G produce un
subgrafo H de didmetro mayor que el didmetro de 6.

D) Proporciona dos drboles generadores de G que ho sean isomorfos.

E) Determina el indice de vértice-conectividad « (6) y el indice de aristo-conectividad A (G).

Afiade al grafo G una arista para formar un grafo H que verifique « (H) > « (6).

Solucion

A) El grafo es bipartido siendo Vi={a,c,e,i,g} y Vo.={b, d, h, f} la particién de vértices de modo
que cada arista del grafo G tiene un extremo en Vi y otro en V.

B) El grafo es bipartido y el cardinal de V; es distinto del cardinal de V3, luego no se cumple una
condicidn necesaria para que un grafo bipartido sea hamiltoniano.

C) Se tiene rad (6) = 2 y diam (6) = 3. Si se elimina la arista {d, e} del grafo se obtiene un
subgrafo cuyo didmetro es 4 puesto que un camino de longitud minima en el subgrafo desde e
hasta c tiene longitud 4, por ejemplo el camino con la secuencia de vértices [e, f, i, b, cl.

D) Dos drboles generadores no isomorfos:

E) Se tiene que « (6) = 2 puesto que G no tiene vértices-corte y al eliminar los vértices “f" y "d"

se obtiene un subgrafo disconexo. Por ofro lado,  (6) = 2 puesto que G no tiene aristas-puente y
al eliminar las aristas {e, f} y {e, d} se obtiene un subgrafo disconexo.

Si se afiade la arista {e, i} se obtiene ungrafo H tal que « (H) = 3:
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Ejercicio 3 (2,5 ptos.)
En el grafo G de la figura siguiente

A) Halla un conjunto independiente maximal de cardinal mdximo y el nimero de independencia de G.
¢Cudl es la relacion existente entre el nimero de independencia de G y el nimero cromdtico de G?

B) Colorea los vértices del grafo G aplicando el algoritmo de Brelaz y comprueba que se usan mds
colores que el nimero cromdtico de G, %(6).

w_n

C) Hallaenel grafo G un recorrido cerrado desde el vértice "a" que contenga a todas las aristas al
menos una vez y que sea de peso minimo, aplicando el algoritmo correspondiente.

(El peso de cada arista se considera igual a 1).
Solucion
A) Aplicando el algoritmo de independencia se obtiene un conjunto maximal:
I=¢,V=[ab,cde f,gh,ij kI, P=1[b,df ah,jkc,e,g,il enordenascendente de grado
I=[b], P=[d,f,aj keg,ilP=[df, g,k a,i,j el enordenascendente de grado
I=[b,d], P=[f,qg,kaq,i jl.P=1I[f g, j, k a, il enordenascendente de grado
I=[b,d,f], P=[g,j k il,P=1[g,i, ], k], enorden ascendente de grado
I=[b,d f,g], P=1i,j, k]
I=[b,d,f,g,i] esunconjunto independiente maximal de cardinal mdximo.
El nimero de independencia a(G) =5.

El nimero cromdtico y(6G) = 3, puesto que {i, j, k} es un ciclo de longitud 3 y existe una coloracidn de
G con 3 colores:

V |a|b|c|d|e|f|g|h|i|j]|k

Color |2 |1 3|1 |2|1|1]2|3|1]2

La relacidn existente entre ambos es:
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B)

)

Si ds(v) es el grado de saturacion del vértice v, aplicamos el algoritmo de Brelaz

v cle|lg|i|la|lh|j|k|b|d]|f
Color |1 |1 |2|2|1|1|3|4|2|2]|2
ds(v) 1 111
de(v) 1 1)1 111
dy(v) 11|11 ]1]1]1
dy(v) 1 111111
ds(v) 1t|2)21)1]1
ds(v) 1 31111
ds(v) 1 1011
d:(v) 1011
de(v) i
de(v) )

El algoritmo de Brelaz colorea con 4 colores.
Los vértices {a, h, j, k} son de grado impar, el grafo no es euleriano.

Con los vértices de grado impar se forma un grafo completo y se duplica el camino minimo entre los
vértices a y h y entre los vértices j y k.

El camino minimo entre los vértices a y h puede ser [a,i, h] o [a, g, h].

Recorrido euleriano cerrado Ce =[a, f,e,d,c,b,h,i,a,g,¢c,k,i,j k j e g, h,ial

Ejercicio 4 (2,5 ptos.)

A)

B)

Demuestra que si G es un grafo conexo, planar y simple con un nimero de vértices n> 3 y la

. . .. , . 5(n—
longitud del ciclo minimo es 5 entonces su nimero de aristas es ¢ < %

Sea G un grafo planar y conexo con q = 50 aristas en el que el grado de los vértices d(v)
verifica que 4 <d(v) <5. ¢Cudntas caras puede tener G en una representacion plana del grafo?
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C) Aplica el teorema de Kuratowski para demostrar que el grafo & de la figura siguiente no es
planar.

W '\‘\ |
o/ ¢l

Solucion

A) Si la longitud del ciclo minimo es 5 entonces el grado de cada regién R de una representacion
planade G es d(R) > 5, entonces

5c< Y d(R)=2q = csz—sq

R
2q 3 5(n-2)
2=n-g+c<n-q+—=n—-—-Qq=>(0q<——=
q q 5 5q q 3
B) Si G esplanary conexoy 4<d(v)<5,VveV,entonces
4n<Zd(v)=2q <5n = Eq< n<1q$20< n< 25
< < cdS n<g < n<

vevV

c=2-n+q =52-n = 27 < c < 32

C) Elsubgrafo H =6 - {arista ED, arista CF} de G es isomorfo a Kss.Por tanto G no es planar.
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